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        (b) 定常状態釣合経路の連続的変化         (c)定常状態経路 
 










































(a) 単軸応力状態における定常状態の増分変化     (b) 多軸応力状態における定常状態の増分変化 
 































表 1.1 繰り返し載荷を受ける３次元連続体を扱った理論的研究 
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図 2.1 解析モデル 
 
する。以下では、このモデルの形状、材料特性についての対称面を初期中央面と呼ぶ。 
また、図 2.1に示すように、モデルの初期中央面内に x1, x2 軸を置き、これに直交する方
向に x3 軸をとり、空間に固定された直角座標系 xi（i=1,2,3)を設定する。 
 
2.2.2 載荷条件 
モデルの境界面 Sは、表面力 Ti が指定された ST と変位 uiが指定された SU からなる。境
界 ST には一定表面力 TCi と繰り返し表面力 TVi が作用し、境界 SU には一定強制変 uCi と
繰り返し強制変位 uVi が作用する。TCi , uCi は、モデルの初期中央面に関して対称であると
する。TCi の対称性は次式のように表される。 
1 1 2 3 1 1 2 3
2 1 2 3 2 1 2 3
3 1 2 3 3 1 2 3
( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , )




T x x x T x x x
T x x x T x x x




           (2.1)
TVi は、図 2.2に示すように右側反転時と左側反転時における荷重のモ－ドが互いに対称
になるような完全両振り繰り返し荷重である。TVi は次式のように表される。 
( ( ) )Vi Si AiT T t Tψ α= +             (2.2)
ここで、ψは載荷の振幅を表すパラメタ－であり、αは右側反転時において１、左側反転
時において－１をとり、両者の値の間を繰り返し変動する載荷パラメタ－である。 SiT は初
期中央面に関して対称な荷重であり、 AiT は逆対称な荷重である。同様に、uVi は次式で表さ
れるような完全両振り繰り返し強制変位である。 





















図 2.2 載荷プログラム 
 
ここで、 Siu は初期中央面に関して対称な強制変位であり、 Aiu は逆対称な強制変位である。 







ルは変位 ui を用いて次のように表される。 
, , , ,
1 ( )
2ij i j j i k i k j
u u u uε = + +            (2.4) 
ここに、(  ),i ＝∂(  )/∂xi である。重複添字について総和規約を用いる。ui は次の幾何
学的境界条件を満たす。 






ij ij Ci Si Ai iV S
dV T T T u dSσ δε ψ α δ= + +∫ ∫         (2.6) 
ここに、 
, , , , , ,
1 ( )
2ij i j j i k j k i k i k j
u u u u u uδε δ δ δ δ= + + +         (2.7) 
σij は Kirchhoffの応力テンソルである。積分は変形前に物体の占める領域 Vに関してと
られる。δuij は SU上で零となるような任意の仮想連続変位場である。 
また、構成則を導くための基本的な関係式を以下に示す。完全弾塑性体についての降伏
条件式は一般に次の形に書ける。 
( ) 0ijf σ =                 (2.8) 
弾性歪成分と応力テンソルとは Hookeの法則で結合される。 
( )pij ijkh kh khEσ ε ε= −              (2.9)
関連流動則に従うと、塑性歪速度は次式で表される。 
p
ij ijnε λ′ =                    (2.10)





∂= ∂                 (2.11)
 λ はスカラ－係数であり、要素が負荷過程をたどるか除荷過程をたどるかによって、次の
ような値をとる。 
0λ >   0ij ijn σ ′ =   for loading         (2.12)
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ij ijkh khDσ ε= ∑   (µ=I,II)          (2.14)
ここで、上添字 I,II は、それぞれ右側反転時釣合状態Γ Ι及び左側反転時釣合状態Γ ΙΙに
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属する量を表し、dotは載荷振幅ψに関する変化率を表す。 
以下、各応力ル－プについて µ,νijkhD を導く。 
（i）Ｅル－プ 
I,I
ijkh ijkhD E= , I,II 0ijkhD = ,  




各式において、上添字 Iを、上添字 IIに置き換えることにより、得られる。 
振幅増分前後の定常状態において、応力点 Iijσ が降伏曲面上に達しているとすると、次式
が成り立つ。 
       I I 0ij ijn σ =                (2.16)
シェイクダウン状態において、塑性歪量はル－プ上のどの点でも同じ値であり、この残
留塑性歪を rijε で表す。振幅ψに対する rijε の変化率 rijε は、隣接定常状態に収束していく各サ
イクルのΓ Ι反転点側負荷過程で生じる塑性歪の累積量に等しく、次式で表される。 
       r Iij ijnε λ=                (2.17)
(2.9)式をΓ Ι状態, Γ ΙΙ状態について書き、これをψで微分して、次式を得る。 
I I r( )ij ijkh kh khEσ ε ε= −               (2.18a) 




ij ijkh khn Eλ Φ ε=                  (2.19) 
ここに、 
              I,I I,I
1Φ Φ= , 
I,I I I




I,I I I,I I
ijkh ijkh ijmn mn rq rqkhD E E n n EΦ= −  , I,II 0ijkhD = , 
II,I I I,I I
ijkh ijmn mn rq rqkhD E n n EΦ= −  , II,IIijkh ijkhD E=          (2.21) 





       µ µ 0ij ijn σ =  (µ=I,II)           (2.22)
ここで、上添字µについては総和規約を適用しない(後出のνについても同様)。 
r
ijε は、Γ Ι , Γ ΙΙの負荷過程で各々生じる塑性歪の累加された量に等しく、次式で表され
る。 
      r µ µ
µ=I,II
ij ijnε λ= ∑                (2.23) 
(2.9)式を両反転点について書きψで微分し次式を得る。 
µ µ r( )ij ijkh kh khEσ ε ε= −   (µ=I,II)         (2.24) 
(2.23)式を(2.24)式に代入し、さらにこの(2.24)式を(2.22)式に代入し、 Iλ , IIλ を解き出せ
ば次のようになる。 
µ µ,ν µ ν
ν=I,II
ij ijkh khn Eλ Ξ ε= ∑    (µ=I,II)         (2.25) 
ここに、 
1µ,ν µ,νΞ Ξ −   =    （ µ,νΞ  は µ,νΞ を成分とする２×２の行列）, 
         µ,ν µ νij ijkh khn E nΞ =                       (2.26) 
(2.25)式を(2.23)式に代入して得られた式を(2.24)式に代入し整理すれば、求める構成則が
得られる。 
µ,ν ρ ρ,ν ν
µν
ρ=I,II
δijkh ijkh ijmn mn rq rqkhD E E n n EΞ= − ∑   (µ,ν=I,II)      (2.27) 
ここで、 µνδ はＫronecker deltaである。 









ψ ψ=Q が既知であれば、 0
f




ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= +∆ = == + ∆Q Q Q          (2.28) 






図 2.4に示すように、モデルの初期中央面に関して互いに対称に２つの座標系 (R)ix 、 (L)ix を
設ける。以下において、Γ Ι状態に属する量は座標系 R に基づいて定義し、Γ ΙΙ状態に属す
る量は座標系 Lに基づいて定義する。Γ Ι状態についての関係式は座標系 Rを用いて定式化








I(R) I(R) I(R) I(R) I(R) I(R) I(R)
, , , , , ,
1 ( )
2ij i j j i k i k j k i k j
u u u u u uε = + + +            (2.29a) 
II(L) II(L) II(L) II(L) II(L) II(L) II(L)
, , , , , ,
1 ( )
2ij i j j i k i k j k i k j
u u u u u uε = + + +            (2.29b) 
幾何学的境界条件式： 
I(R) I(R)
i iu u=  on SU         (2.30a) 
II(L) II(L)
i iu u=  on SU         (2.30b) 
ここに、 
I
i Si Aiu u u= +             (2.31a) 
II
i Si Aiu u u= −             (2.31b) 
仮想仕事式： 
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{ }I(R) I(R) I(R) I(R) I(R) (R) I(R) I(R) (R), ,
T
ij ij ij k i k j i iV S
u u dV T u dSσ δε σ δ δ+ =∫ ∫       (2.32a) 
{ }II(L) II(L) II(L) II(L) II(L) (L) II(L) II(L) (L), ,
T
ij ij ij k i k j i iV S
u u dV T u dSσ δε σ δ δ+ =∫ ∫      (2.32b) 
ここに、 
I(R) I(R) I(R) I(R) I(R) I(R) I(R)
, , , , , ,
1 ( )
2ij i j j i k j k i k i k j
u u u u u uδε δ δ δ δ= + + +       (2.33a) 
II(L) II(L) II(L) II(L) II(L) II(L) II(L)
, , , , , ,
1 ( )
2ij i j j i k j k i k i k j
u u u u u uδε δ δ δ δ= + + +      (2.33b) 
I
i Si AiT T T= +              (2.34a)
II
i Si AiT T T= −              (2.34b)
(2.31)式および(2.34)式から、強制変位 Iiu と IIiu 、表面荷重 IiT と IIiT とは、初期中央面に関
して、それぞれ互いに対称となっている。これは以下のようにして示すことができる。す
なわち、図 2.5 に示す、モデルの初期中央面に関して互いに対称な位置にある一対の点 P、
P*のそれぞれ座標系 R、Lにおける座標値は一致し、これを iξ とおくと、 Siu は対称な変位
分布であり、 Aiu は逆対称であるから、次式が成り立つ。 
( ) ( )(R) (L)Si j Si ju uξ ξ=             (2.35a) 
( ) ( )(R) (L)Ai j Ai ju uξ ξ= −             (2.35b)
よって、次式のように、強制変位について対称性が成り立つ。 




( ) ( )I(R) I,I(R) I(R) II(R) I(R) I,II(R) I(R) II(R) II(R), ,ij ijkh mn mn kh ijkh mn mn khD Dσ σ σ ε σ σ ε= +       (2.37a) 
( ) ( )II(L) II,I(L) I(L) II(L) I(L) II,II(L) I(L) II(L) II(L), ,ij ijkh mn mn kh ijkh mn mn khD Dσ σ σ ε σ σ ε= +       (2.37b) 
ここで、Γ Ι状態についての関係式は座標系 R を用いて定式化されているが、(2.37)式に
見られるように構成則は両反転点に属する量が連成した形をしている。(2.37a)式では I(R)ijσ
がΓ ΙΙ状態量をも用いて歪変化率と関係づけられている。Γ ΙΙ状態量は座標系 Lに関して成
分が定義され、 (L)ix を独立変数としているから、(2.37a)式に含まれるΓ ΙΙ状態量を、座標系
Rに関して成分が定義され、 (R)ix を独立変数とする量に変換する。 
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(2.37a)式の II(R)khε と II(R)ijσ を座標系 Rに基づく量に変換する。 
( ) ( )II(R) II(L) (L) II(L) (R)ij ki hj kh m ki hj kh mn nx xε β β ε β β ε β= =          (2.38a) 
( ) ( )II(R) II(L) (L) II(L) (R)ij ki hj kh m ki hj kh mn nx xσ β β σ β β σ β= =        (2.38b) 
ここで ijβ は座標軸 (L)ix と (R)jx のなす角の余弦である。 
同様に構成則(2.37b)に含まれるΓ Ι状態量についても、座標系 Lに基づく量に変換する。 
( ) ( )I(L) I(R) (R) I(R) (L)ij ik jh kh m ik jh kh nm nx xε β β ε β β ε β= =          (2.39a) 
( ) ( )I(L) I(R) (R) I(R) (L)ij ik jh kh m ik jh kh nm nx xσ β β σ β β σ β= =        (2.39b) 
(2.29a)式と(2.38)式を(2.37a)式に代入して得られる式を、さらに釣合式(2.32a)に代入し
て、次式が得られる。 
{ } { } ( ){ } ( ){ }I(R) I,I(R) I(R) I(R) I,II(R) II(L) (R) II(L) (R), , , , ,δ δ δki k i ijmn hm h m h n ijmn pm qn hp h p rs s h q rs sV u D u u D u x u xβ β β β + + + +∫    
I(R) I(R) I(R) (R) I(R) I(R) (R)
, ,
T
ij k i k j i iS
u u dV T u dSσ δ δ+ = ∫  (2.40a) 
また、(2.29b)式と(2.39)式を(2.37b)式に代入して得られる式を、さらに釣合式(2.32b)に
代入して、Γ ΙΙ反転点における対応する式が得られる。 
{ } { } ( ){ } ( ){ }II(L) II,II(L) II(L) II(L) II,I(L) I(R) (L) I(R) (L), , , , ,δ δ δki k i ijmn hm h m h n ijmn mp nq hp h p sr s h q sr sV u D u u D u x u xβ β β β + + + +∫    
II(L) II(L) II(L) (L) II(L) II(L) (L)
, ,
T
ij k i k j i iS




P*とする。P、P*点のそれぞれ座標系 R、Lにおける座標値は一致し、これを iξ とおく。 
変位の対称成分 fiu と逆対称成分
b
iu を、P点における I(R)iu と P*点における II(L)iu を用い、P、
P*点の共通の座標値 iξ を独立変数として、次式で定義する。 
( ) ( ) ( )I(R) II(L) I(R) II(L)f P P*
2 2
i i i j i j
i j
u u u u
u
ξ ξξ + += =       (2.41a) 
( ) ( ) ( )I(R) II(L) I(R) II(L)b P P*
2 2
i i i j i j
i j
u u u u
u




( ) ( ) ( )I(R) II(L) fi j i j i ju u uξ ξ ξ= = , ( )b 0i ju ξ = , ( ) ( )I(R) II(L)ij k ij kσ ξ σ ξ=     (2.42) 
基本仮定（CH3）により、対称限界以下の振幅レベルにおいて、P点と P*点とで互いに
異なる種類の応力ループに移行することはなく次式が成り立つ。 




( ) ( )I(R) II(L)i j i jT Tξ ξ=            (2.44) 
 仮想変位場は任意であるから、仮想変位場に次の関係を与えても、(2.40a)式と(2.40b)式
は、成り立つはずである。 
( ) ( )I(R) II(L)i j i ju uδ ξ δ ξ=             (2.45)
よって、(2.40a)式と(2.40b)式について積分変数を iξ に変換し、両者の和および差をとり
1/2を乗ずれば、定常状態変化率の対称成分および逆対称成分に関する式が得られる。 
( ) ( ) ( ){ }f I,I(R) f f I,II(R) f f, , , , ,ˆ ˆδ δ δki k i ijmn hm h m h n ijmn pm qn hp h p h qV u D u u D u uβ β + + + +∫   
I(R) f I(R) I(R) I(R)
, ,
T
ij k i k j i iS
u u dV T u dSξ ξσ δ δ+ = ∫  (2.46a) 
( ) ( ) ( ){ }f I,I(R) f b I,II(R) f b, , , , ,ˆ ˆδ δ δki k i ijmn hm h m h n ijmn pm qn hp h p h qV u D u u D u uβ β + + − +∫   
I(R) b I(R)
, , 0ij k i k ju u dVξσ δ+ =       (2.46b) 
ここに、 






f I(R) (R) (R)( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2
i j i j
i j i j Si j Ai j
u u
u u u u
ξ ξξ ξ ξ ξ+= = = +  on SU (2.47a) 
I(R) II(L)
b ( ) ( )( ) 0
2













点変位ベクトル INU を用いて、次式のように表される。 
( ) ( )I(R) I
1
FeN
i j iN j N
N
u Uξ φ ξ
=
= ∑           (2.48a) 
Γ ΙΙ釣合状態における要素内変位場についても、同じ形状関数 iNφ を用いて次式により近
似する。 
( ) ( )II(L) II
1
FeN
i j iN j N
N
u Uξ φ ξ
=













U UU −=             (2.49b)
これを用いて、変位の対称成分と逆対称成分は次のように表現される。 
( ) ( )f f
1
FeN
i j iN j N
N
u Uξ φ ξ
=
= ∑           (2.50a) 
( ) ( )b b
1
FeN
i j iN j N
N
u Uξ φ ξ
=
= ∑           (2.50b) 
(2.46)式における仮想変位場 I(R)iuδ は次のようになる。 
( ) ( )I(R) I
1
FeN
i j iN j N
N
u Uδ ξ φ ξ δ
=




















=∑    ( 1, , )FeN N= "      (2.52b) 
ここに、 
( ) ( ) ( ){ }f f I,I(R) f I,II(R) f I(R), , , , , , ,ˆˆδ δ δNM ki k i ijmn hm h m hM n ijmn pm qn hp h p hM q ij kM i kN jVeK u D u D u dVξφ β β φ σ φ φ = + + + + + ∫  





F T dSξφ= ∫  
( ) ( )iˆN j iN kj jφ ξ φ β ξ=  
(2.51)式を、全要素について重ね合わせることにより、全体系に対する変化率方程式が得
られ、次のように表現できる。 
f f I=K U F               (2.53a) 




f I(R) (R) (R)
( ) ( )
( ) ( ) ( )
2 2
i j i jN N N N
N i j Si j Ai jN N N
u uU UU u u u
ξ ξ ξ ξ ξ++= = = = +   on SU (2.54a) 
I(R) II(L)I II
b
( ) ( )
0
2 2
i j i jN N N N
N
u uU UU
ξ ξ−−= = =   on SU            (2.54b)





b* b* =K U 0              (2.55)
2.3 で述べた対称限界を特徴づける条件は、方程式(2.55)の係数行列の 1 次固有値が零と
なることに対応し、次式のように表される。 
1 0Λ =               (2.56)













する材料は von Mises の降伏条件に従う完全弾塑性材料で、材料定数は図 2.9 に示した通
りである。 
本解析モデルに対して対称限界解析を行い、対称限界に至るまでの b*K の１次固有値Λ1 
















 +=   





































































 + + =   
        (2.59) 





























図 2.14 逆対称変形モ－ド 
 
これに対して、同図中に引いた一点鎖線の位置に対応するψの値が上の理論解析で求めた
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dVδ δ= ∫F U σ ε              (3.2)
 有限変形領域では、歪は変位の非線形関数であり、節点変位ベクトルを用いて次のよう
に表される。 
( )= Uε ε               (3.3) 
 仮想歪は仮想節点変位ベクトルを用いて次のように表される。 






dV= ∫F B U σ              (3.5)
 以下では、変形の進行を表す時間パラメタ－を tとし、tに関する変化率を primeで表し、
tに関する変化率についての関係式を導く。 
 (3.3)式を tで微分して、歪と変位の変化率関係式が得られる。 
( )′ ′=ε B U U               (3.6) 
 (3.5)式を tで微分して、釣合式の変化率表現が得られる。 




dV′ ′ ′= +∫F B U σ B U σ           (3.7)
 右辺第2項を変形して、釣合式は次のように表現できる。 























図 3.1 解析モデル 
 
り、以下に列挙する。 
降伏条件： ( ) 0f =σ                             (3.9) 
Hookeの法則： ( )p= −σ E ε ε                        (3.10)
関連流動則： p λ′ =ε n                                  (3.11) 
 ここで、nは降伏曲面の外向き法線方向ベクトルであり、次式で表される。 
f∂= ∂n σ 
 (3.11)式において、要素が負荷過程をたどるか除荷過程をたどるかによって、λ は次のよ
うな値をとる。 
0λ >   0′ =nσ   for loading           (3.12) 
0λ =   0′ <nσ   for unloading                (3.13) 
 (3.10)式を t で微分した式に(3.11)式を代入し、これを(3.12)式に代入する。これを、λ に





′ ′= nn Eε ε
n En






















t ψα  P
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T= Enn ED n En   for loading 








定外力による CP と繰り返し強制変位、繰り返し外力による VP とからなる。 
 VP は、図 3.2 に示すように、振幅を徐々に増加させ、各振幅レベルで変動する荷重パラ
メタ－を１つ含む比例載荷型の繰り返し荷重であり、次式のように表される。 


































両反転点では、降伏しているから、Γ Ι,Γ ΙΙにおける降伏曲面の中心は、歪反転点 Ιε , ΙΙε か
ら降伏応力（円の半径）の距離だけ離れた位置にあり、曲線CLΙ, CLΙΙ上にある。今、仮に、
曲線CLΙ上の IC 点に中心を置く降伏曲面について、Γ Ι反転点から、歪経路に沿って、1 サ
イクルする場合を考える。歪を表す点を Bとする。点 Bが、Γ Ι反転点から、移動するとき、
I
yε で降伏し、以降は、点 Bにおける円の法線方向に、円を引っ張っていき、Γ ΙΙ反転点に達
したとき、降伏曲面の中心は、曲線CLΙΙ上に来るが、この点を IIC 点とする。次いで、Γ ΙΙ反
転点から、点 Bが、反対方向に移動すると、 IIyε で降伏し、円を引っ張っていき、Γ Ι反転点




















図 3.3 Pragerの Kinematic model 
 












量、すなわち、曲線CLΙ上の IC 点の位置を表す量を Iθ として、 IC ′点の位置 Iθ ′を Iθ で表
す。以下の方程式を解いて、 Iθ を求める。 




(Eε   ,Gγ       )pIpI








































































dψ ψ ψ ψ
ψψ+∆ = + ∆
QQ Q            (3.18)
 以下において、載荷振幅ψに関する変化率を、Q のように dotで表す。 














に、反転時におけるψに関する定常状態変数変化率 IQ , IIQ を、P要素の反転時残留塑性歪変
化率 Ipε , IIpε で表す。 
I I I,I I I,II IIˆ p p= + +Q Q Q ε Q ε   , II II II,I I II,II IIˆ p p= + +Q Q Q ε Q ε       (3.19) 
 ここで、シェイクダウン要素の構成則において両反転時に属する量が連成しているため、


































図 3.4 交番塑性定常状態の増分変化と3段階の解析の概要 
 
表しておいた反転時釣合状態を出発点として、定常状態釣合経路上の任意の釣合状態にお






























{ }tt t t t t t+∆ ′ ′= + ∆ + ∆Q Q Q Q             (3.20) 
 ここに、primeは、釣合経路パラメターtに関する変化率を表す。 
 上式において、 t∆ はあらかじめ十分小さい値に設定しておき、 ′Q はψ=ψ0 における値で
評価する。 t∆は P要素の降伏の時刻の変化を表す。 
上式における、
t
Q が Ipε , IIpε の 1次式で表されていれば、 ′Q と t∆も、 Ipε , IIpε の 1次式で
表せることを示す。したがって、
t t+∆Q
 が Ipε , IIpε の 1次式の形で表され、Q を、定常状態釣




の増分解析を、一方の反転時釣合状態Γ µ（µ=I or II）から、反対側の反転時釣合状態Γ µ#ま
で半サイクル行い、Γ µ#における P要素の残留塑性歪変化率を、 Ipε , IIpε で表す。これが #pµε
と等しいという下記の条件式を解いて、 Ipε , IIpε を決定する。 
II I I,I I I,II IIp p p= + +ε h H ε H ε   , I II II,I I II,II IIp p p= + +ε h H ε H ε        (3.21) 
定常状態変数変化率Q は、STAGE2 までで、定常状態釣合経路上の任意の釣合状態にお
いて、すべて Ipε , IIpε のみを未知量として含む形で表されているから、(3.21)式を解いて求め
た Ipε , IIpε を代入し、すべての定常状態変数変化率解が求まる。 
 





 基礎式(3.3)式、(3.5)式をΓ Ι , Γ ΙΙ反転時釣合状態について書き、ψで微分して、変化率に
関する対応する関係式が得られる。 
歪変位関係式： 
I I I( )=ε B U U              (3.22a)
II II II( )=ε B U U             (3.22b)
釣合条件式： 




dV= +∫F B U σ S σ U U          (3.23a)








I I,I I I,II II= +σ D ε D ε               (3.24a) 
II II,I I II,II II= +σ D ε D ε              (3.24b)
 P要素については、基礎式(3.10)式をΓ Ι , Γ ΙΙ反転時釣合状態について書き、ψで微分して、
残留塑性歪が消去されていない、反転時応力変化率と反転時歪変化率の関係式を用いる。 
I I I( )p= −σ E ε ε               (3.25a) 
II II II( )p= −σ E ε ε              (3.25b)
 (3.24)式と(3.25)式をまとめて、定常状態増分変化に対する反転時応力変化率と反転時歪
変化率の関係式を、次式のように表現する。 
I I,I I I,II II Ip p= + +σ D ε D ε D ε              (3.26a) 
II II,I I II,II II IIp p= + +σ D ε D ε D ε             (3.26b)
 ここに、 
   P要素に対して  ：  p =D E 
   P要素以外に対して：  p =D 0 
(3.22)式を(3.26)式に代入して得られる式を、さらに釣合式(3.23)に代入して、要素に対す
る反転時定常状態変数の変化率方程式が得られる。 







+ = + ∑K U K U F F ε             (3.27a)







+ = + ∑K U K U F F ε            (3.27b) 
 ここに、 








dV= ∫K B U D B U , 

















dV= ∫F B U D       (3.28) 
 ここに、 IiF および
II




I,I I I,II II I I Ip
G G G G G G G+ = +K U K U F F ε              (3.29a)
II,I I II,II II II II IIp
G G G G G G G+ = +K U K U F F ε             (3.29b) 





I I I,I I I,II IIˆ p p
G G G G G G= + +U U U ε U ε   , II II II,I I II,II IIˆ p pG G G G G G= + +U U U ε U ε        (3.30) 
 (3.30)式を(3.22)式に代入すれば、反転時歪変化率を IpGε , IIpGε で表すことができ、これを、
さらに、(3.26)式に代入すれば、反転時応力変化率を、 IpGε , IIpGε で表すことができる。 
I I I,I I I,II IIˆ p pG G= + +ε ε ε ε ε ε   , II II II,I I II,II IIˆ p pG G= + +ε ε ε ε ε ε          (3.31)















dt tΓ Γ→ =
′ ′= ∆∑∫ Q Q           (3.33a)
II
II I





dt tΓ Γ→ =
′ ′= ∆∑∫ Q Q          (3.33b)
 ここで、次式のように、釣合経路パラメターの第m 項までの和と、その時刻における定
常状態量を上添字(m)で表す。 














= ∆∑          (3.34) 














′= ∆∑Q Q        (3.35)
 上記の表記を用いて、隣接する2 つの時刻における定常状態量を関係づける式は次のよ
うになる。 
I( ) I( 1) I( ) I( )m m m mt− ′= + ∆Q Q Q           (3.36a)
II( ) II( 1) II( ) II( )m m m mt− ′= + ∆Q Q Q          (3.36b)
 ψについての変化率をとり、次式を得る。 
I( ) I( 1) I( ) I( ) I( ) I( ){ }m m m m m mt t− ′ ′= + ∆ + ∆Q Q Q Q           (3.37a) 
II( ) II( 1) II( ) II( ) II( ) II( ){ }m m m m m mt t− ′ ′= + ∆ + ∆Q Q Q Q          (3.37b) 
 上式において、釣合経路パラメター増分 I( )mt∆ , II( )mt∆ は、3.6.3 で述べるように、ψ=ψ0
の既知の定常状態において要素の降伏の時刻が増分の切れ目となるように設定し、また、
誤差の累積が大きくならないよう十分小さい値としておく。増分の切れ目の釣合状態にお


















図 3.5 定常状態釣合経路の増分表現と荷重振幅の増加に対する変化 
 
価する。次項以降で示すように、 I( 1)m−Q , II( 1)m−Q が、P要素の反転時残留塑性歪変化率 IpGε , IIpGε
の 1次式で表されていれば、 I( )m′Q , II( )m′Q も、 I( )mt∆ , II( )mt∆ も、 IpGε , IIpGε の 1次式で表すこと
ができる。前節で示したように、反転時における定常状態変数変化率は、 IpGε , IIpGε の 1 次式
で表されているから、したがって、増分の切れ目の釣合状態における定常状態変数変化率
I( )mQ , II( )mQ を、上式に基づいて、反対側の反転時釣合状態まで、未知量である IpGε , IIpGε の 1
次式の形で、逐次表していくことができる。 





路パラメターtの 2つの経路パラメターに関する定常状態変数の変化率 ′Q が、未知量である
P要素の反転時残留塑性歪変化率 IpGε , IIpGε の 1次式の形で表すことができることを示す。 
 今、STAGE2 の定常状態釣合経路に沿っての定常状態変数変化率の増分解析において、
一方の反転点Γ µ（µ=I or II）を出発点として、第 m-1増分までの解析が終了しているもの
とし、第 m増分における µ( )m′Q の解析を考える。 
 基礎式(3.6)式、(3.8)式を、定常状態釣合経路上の時刻 µ( 1)mt − において書く。 









Qµ(Μ   )
Qµ(Μ   )
t tµ(my-1) µ(my)












∆t µ(Mµ) ∆t µ(Mµ)
t tµ(0) µ(1)
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釣合条件式：   µ( ) µ( 1) µ( ) µ( 1) µ( 1) µ( ){ ( ) ( , ) }
e
m T m m m m m
V
dV− − −′ ′ ′= +∫F B U σ S σ U U      (3.39) 
定常状態において、P要素以外は、弾性挙動する。P要素については、時刻 tが、図 3.5
に示すように、着目している第 i番 P要素の降伏の時刻 µµ( )yimt 以前では、弾性であり、 µµ( )yimt
に達して以後は負荷過程をたどるから、応力歪関係式は、次のようになる。 
µ( ) µ( 1) µ( )( )m m m−′ ′=σ D σ ε             (3.40) 
E要素、C1要素、C2要素： 
=D E               (3.41a) 
P要素： 
=D E       at µµ( )yimt t<    (3.41b) 
µ( 1) µ( 1)
µ( 1) µ( 1)
( ) ( )
( ) ( )
m T m T
T m m
− −
− −= En σ n σ ED n σ En σ  at 
µµ( )yimt t≥    (3.41c) 
(3.38)式を(3.40)式に代入して得られる式を、さらに釣合式(3.39)に代入して、定常状態釣
合経路上の時刻 µ( 1)mt − における、要素についての接線剛性関係式が得られる。 
µ( 1) µ( ) µ( )m m m− ′ ′=K U F              (3.42) 
 ここに、 
µ( 1) µ( 1) µ( 1) µ( 1) µ( 1) µ( 1){ ( ) ( ) ( ) ( , )}
e
m T m m m m m
V
dV− − − − − −= +∫K B U D σ B U S σ U   (3.43) 
(3.42)式をψで微分し、要素についてのψと tに関する変化率方程式が得られる。 
µ( 1) µ( ) µ( ) µ( 1) µ( )m m m m m− −′ ′ ′= −K U F K U            (3.44) 
 ここに、 





m m T m m m T m m m T m m
V
m dV




∫K B D B B D B B D B
S
   

   (3.45) 
(3.44)式における右辺第 2 項は、ψと t の両方の経路パラメターに関する変化率を含まな
い項であり、以下において、この項が、P 要素の反転時残留塑性歪変化率 IpGε , IIpGε の１次式
の形で表されることを示す。 
今、STAGE2 の増分解析において、第 m-1 増分までの解析が終了しているから、第 m-1
項までの増分の和を取ることにより、時刻 µ( 1)mt − における定常状態変数変化率は、次のよう
に IpGε , IIpGε の１次式で表されている。 
              µ( 1) µ( 1) µ( 1),ν ν
ν=I,II
ˆm m m p
G
− − −= + ∑U U U ε            (3.46a) 
µ( 1) µ( 1) µ( 1),ν ν
ν=I,II
ˆm m m pG
− − −= + ∑σ σ σ ε            (3.46b) 
µ( 1) µ( 1) µ( 1),ν ν
ν=I,II
ˆm m m pG
− − −= + ∑ε ε ε ε             (3.46c)
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P要素：         µ( 1) µ( 1) µ( 1),ν ν
ν=I,II
ˆp m p m p m pG
− − −= + ∑ε ε ε ε            (3.46d)
(3.45)式における µ( 1)m−B , µ( 1)m−D , µ( 1)m−S について、B, D, Sは U, σの関数であるから、B, D, S
のψに関する変化率は、微分法の Chain ruleにより、U, σのψに関する変化率の１次形式と
なる。したがって、 µ( 1)m−B , µ( 1)m−D , µ( 1)m−S は、 µ( 1)m−U , µ( 1)m−σ の１次形式であり、(3.46a)式、
(3.46b)式を代入することにより、次式のように、 IpGε , IIpGε で表わすことができる。 
µ( 1) µ( 1) µ( 1),ν ν
ν=I,II
ˆm m m p
G
− − −= + ∑B B B ε             (3.47a) 
µ( 1) µ( 1) µ( 1),ν ν
ν=I,II
ˆm m m p
G
− − −= + ∑D D D ε             (3.47b) 
µ( 1) µ( 1) µ( 1),ν ν
ν=I,II
ˆm m m p
G
− − −= + ∑S S S ε             (3.47c) 
よって、これらの式を、(3.45)式に代入して、 µ( 1)m−K も、次式のように、 IpGε , IIpGε で表わす
ことができる。 
µ( 1) µ( 1) µ( 1),ν ν
ν=I,II
ˆm m m p
G
− − −= + ∑K K K ε             (3.48) 
 したがって、(3.44)式における右辺第 2項は、 IpGε , IIpGε の１次式で表すことができるので、
次のように表現する。 
µ( 1) µ( ) µ( 1) µ( 1),ν ν
ν=I,II
ˆm m m m p
G
− − −′ = + ∑K U R R ε           (3.49) 
要素についての変化率方程式(3.44)式は、次のようになる。 
µ( 1) µ( ) µ( ) µ( 1) µ( 1),ν ν
ν=I,II
ˆm m m m m p
G
− − −′ ′= − − ∑K U F R R ε           (3.50) 
(3.50)式を、全要素について重ね合わせることにより、全体系についての変化率方程式が
得られ、次のように表される。 
µ( 1) µ( ) µ( ) µ( 1) µ( 1),ν ν
ν=I,II
ˆm m m m m p
G G G G G G
− − −′ ′= − − ∑K U F R R ε           (3.51) 
 この方程式に境界条件を導入し解くことにより、節点変位のψと t に関する変化率を、
Ip
Gε , IIpGε を未知量として含む形で表すことができ、次のようになる。 
µ( ) µ( ) µ( ),ν ν
ν=I,II
ˆm m m p
G G G G′ ′ ′= + ∑U U U ε             (3.52)
 (3.38)式をψで微分した式に、(3.46a)式と(3.52)式を代入すれば、歪のψと tに関する変化
率を IpGε , IIpGε で表すことができる。さらに、(3.40)式をψで微分した式に、この歪のψと tに関
する変化率の表現と、(3.47b)式とを代入すれば、同様に、応力のψと t に関する変化率を
Ip
Gε , IIpGε で表すことができ、これらは次のように表現できる。 
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µ( ) µ( ) µ( ),ν ν
ν=I,II
ˆm m m pG′ ′ ′= + ∑ε ε ε ε              (3.53) 
µ( ) µ( ) µ( ),ν ν
ν=I,II
ˆm m m pG′ ′ ′= + ∑σ σ σ ε              (3.54) 
また、P 要素においては、降伏の時刻 µµ( )yimt 以降は、残留塑性歪が変動し、これのψと t
に関する変化率は以下のようにして導く。 
塑性歪変化率と歪変化率の関係式(3.14)式を、時刻 µ( 1)mt − において書き、ψで微分する。
(3.14)式における係数行列 ( ) ( )
( ) ( )
T T
T
n σ n σ E
n σ En σ
は、σの関数であるから、これのψに関する変化率は
σ の１次形式となる。よって、P 要素における残留塑性歪のψと t に関する変化率は、
µ( )m′ε , µ( 1)m−σ の１次形式となり、(3.53)式と(3.46b)式を代入することにより、次式のように、
Ip
Gε , IIpGε で表わすことができる。 
P要素：         µ( ) µ( ) µ( ),ν ν
ν=I,II
ˆp m p m p m pG′ ′ ′= + ∑ε ε ε ε    at µµ( )yimt t≥       (3.55) 
したがって、STAGE2 の定常状態釣合経路に沿っての定常状態変数変化率の増分解析に
おいて、任意の時刻における定常状態変数のψと tに関する変化率が、P要素の反転時残留






(1) I( )mt∆ , II( )mt∆  




(2) I( )mt∆ , II( )mt∆  
 (3.37)式における I( )mt∆ , II( )mt∆ は、以下の①、②の要因に該当するもののみ、以下の手順
により決定する。それ以外のものは 0である。 
 以下において、①、②のそれぞれについて、 I( )mt∆ , II( )mt∆ が、未知量である P要素の反転















第 i-1番 P要素の応力        第i番 P要素の応力        第i+1番 P要素の応力 
 















図 3.7 交番塑性要素の降伏時刻の変化 
 
図 3.6に示すように、反転点から定常状態釣合経路に沿って反対側の反転点まで、降伏す
る順に、P要素に番号付けする。Γ µ反転点（µ=I or II）を出発点として i番目に降伏する P
要素の降伏の時刻を
µµ( )yimt とする。第 i番 P要素の降伏によって、増分が打ち切られるよう、
µµ( )yimt∆ を決定する。 
STAGE2のΓ µ反転点（µ=I or II）を出発点とする解析において、第 i番 P要素の降伏時
刻直前の増分である第 µyim 増分について、3.6.2 項における解析により、定常状態変数のψ
と tに関する変化率が、 IpGε , IIpGε の 1次式の形で表されているものとする。 
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µ µ µµ( 1) µ( ) µ( )( ) 0
y y y
i i im m m
if t
− ′+ ∆ =σ σ            (3.56) 
 (3.56)式をψで微分すると、次式のようになる。 
µ µ µ µ µ µµ( ) µ( 1) µ( ) µ( ) µ( ) µ( )( ){ } 0
y y y y y y
i i i i i im m m m m mT
i it t
− ′ ′+ ∆ + ∆ =n σ σ σ σ        (3.57) 
(3.57)式に、(3.46b)式と(3.54)式を代入し、 µµ( )yimt∆ について解けば、次式のように、 µµ( )yimt∆
を IpGε , IIpGε で表すことができる。 
µ µ µµ( ) µ( ) µ( ),ν ν
ν=I,II
ˆy y yi i im m m p
Gt t t∆ = ∆ + ∆∑ ε             (3.58) 
②載荷プログラムの反転 
µ( )mt∆ （µ=I or II）は、ψ=ψ0 の既知の定常状態において、全増分長を加えた時刻
µ






















∆ = − ∆∑             (3.59)
 µ( ) µ( 1, , 1)mt m M∆ = ⋅ ⋅ ⋅ − は、①において IpGε , IIpGε の 1 次式で表されているから、 µµ( )Mt∆ も、
次のように、 IpGε , IIpGε の 1次式で表される。 
µ µ µµ( ) µ( ) µ( ),ν ν
ν=I,II
ˆM M M p










µ( ) µ( 1) µ( ) µ( ) µ( ) µ( ){ }m m m m m mt t− ′ ′= + ∆ + ∆U U U U            (3.61a)
µ( ) µ( 1) µ( ) µ( ) µ( ) µ( ){ }m m m m m mt t− ′ ′= + ∆ + ∆σ σ σ σ             (3.61b) 
µ( ) µ( 1) µ( ) µ( ) µ( ) µ( ){ }m m m m m mt t− ′ ′= + ∆ + ∆ε ε ε ε             (3.61c)
P要素：       µ( ) µ( 1) µ( ) µ( ) µ( ) µ( ){ }p m p m p m m p m mt t− ′ ′= + ∆ + ∆ε ε ε ε            (3.61d)
(3.61a)式～(3.61d)式の右辺における、ψに関する変化率は、(3.46a)式～(3.46d)式、(3.52) 
式～(3.55)式、(3.58)式、(3.60)式において、いずれも IpGε , IIpGε の１次式で表されているから、
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これらの式を、(3.61a)式～(3.61d)式の右辺に代入し、整理すれば、 IpGε , IIpGε の１次式の形で
表すことができる。よって、第 m 増分を加え合わせた時刻 µ( )mt における定常状態変数変化
率も、節点変位、応力、歪、残留塑性歪、それぞれについて、次のように、未知量である IpGε , IIpGε
の１次式の形で表すことができる。 
              µ( ) µ( ) µ( ),ν ν
ν=I,II
ˆm m m p
G= + ∑U U U ε              (3.62a) 
µ( ) µ( ) µ( ),ν ν
ν=I,II
ˆm m m pG= + ∑σ σ σ ε              (3.62b)
µ( ) µ( ) µ( ),ν ν
ν=I,II
ˆm m m pG= + ∑ε ε ε ε               (3.62c)
P要素：         µ( ) µ( ) µ( ),ν ν
ν=I,II
ˆp m p m p m pG= + ∑ε ε ε ε             (3.62d) 
したがって、以上の増分解析を一方の反転点からもう一方の反転点まで行うことにより、
定常状態釣合経路上の任意の釣合状態における定常状態変数変化率を、すべて P 要素の反










STAGE2の増分解析を、一方の反転時釣合状態Γ µ（µ=I or II）から、反対側の反転時釣
合状態Γ µ#まで半サイクル行う。 
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II( ) II( ) II( ) II( ) II( )
1













p p k k p k k p






′ ′= ∆ + ∆




ε ε ε ε

 
   (3.64b) 
よって、反対側の反転時における第 i番 P要素の残留塑性歪変化率を、両反転時残留塑性
歪変化率 IpGε , IIpGε で表わすことができ、(3.64)式は IpGε , IIpGε を含む項と含まない項に分けて、
次のように書ける。 
II( ) I I,ν ν
ν=I,II
p M p
i i i G= + ∑ε h H ε              (3.65a) 
IIII( ) II II,ν ν
ν=I,II
p M p
i i i G= + ∑ε h H ε             (3.65b) 




III I( ) I I,ν ν
ν=I,II
p p M p
i i i i G= = + ∑ε ε h H ε              (3.66a)
III II( ) II II,ν ν
ν=I,II
p p M p
i i i i G= = + ∑ε ε h H ε             (3.66b) 
(3.66a)式、(3.66b)式を、すべての P要素について、まとめて、次のように表現する。 
II I I,ν ν
ν=I,II
p p
G G G G= + ∑ε h H ε              (3.67a) 
I II II,ν ν
ν=I,II
p p
G G G G= + ∑ε h H ε              (3.67b) 
(3.67a)式、(3.67b)式が、交番塑性定常状態を特徴づける、反転時における P要素の残留
塑性歪変化率についての関係式である。 
(3.67a)式、(3.67b)式において IpGε , IIpGε 以外の量は既知量であり、これを解くことにより、
Ip
Gε , IIpGε を決定することができる。 
 3.6.4項で示したように、定常状態変数変化率は、STAGE2までで、定常状態釣合経路上

























よって、STAGE2 と STAGE3 の定式化に違いがあり、3.8.1 項で、STAGE2 について、
3.8.2項で STAGE3について、詳細を述べる。 
 


















dt tΓ → =
′ ′= ∆∑∫ Q Q         (3.68a)
II
IIII ( )II








dt tΓ → =
′ ′= ∆∑∫ Q Q        (3.68b) 
































 以下において、(3.37)式における、 I( )m′Q , II( )m′Q 、および、 I( )mt∆ , II( )mt∆ が、それぞれ IpGε , IIpGε
の 1次式の形で表すことができることを示す。 
 




µµ( )yimt 以後が弾性挙動する釣合経路であ 
















































P要素：         
µ( 1) µ( 1)
µ( 1) µ( 1)
( ) ( )
( ) ( )
m T m T
T m m
− −
− −= En σ n σ ED n σ En σ  at 
µµ( )yimt t<      (3.69a) 






3.6.2 項と同様である。すなわち、第 m-1 増分までの解析により、時刻 µ( 1)mt − における定常
状態変数変化率 I( 1)m−Q , II( 1)m−Q が、(3.46a)式～(3.46d)式のように、P要素反転時残留塑性歪
変化率 IpGε , IIpGε の 1次式で表されているとする。すると、接線剛性関係式(3.42)式のψに関す
る変化率を、(3.50)式のように表すことができ、これを全要素で重ね合わせた全体系の方程
式(3.51)式を解いて、第 m 増分における節点変位ベクトルのψと t に関する変化率が(3.52)




















t tµ(m   -1) µ(m   )







tµ(m   )µyLp
P要素の降伏
Q
µ(m   )µy i
Q
µ(m   )µyLp
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(3) 釣合経路パラメター増分長の決定 









向の場合とは逆の順番に、P要素に番号付けする。Γ µ反転点（µ=I or II）を出発点として逆
時間方向に i番目に降伏時刻に到達する P要素の降伏時刻を µµ( )yimt とする。第 i番 P要素の
降伏の時刻への到達によって、増分が打ち切られるよう、
µµ( )yimt∆ を決定する。 
STAGE2の解析のΓ µ反転点（µ=I or II）を出発点とする第 µyim 増分について、(2)におけ
る解析により、定常状態変数のψと tに関する変化率が、 IpGε , IIpGε の 1次式の形で表されてい
るものとする。 
 P 要素の降伏は、残留塑性歪が反対側の反転時と等しい条件によって、特徴づけられる。
第 i番 P要素の降伏の時刻 µµ( )yimt を特徴づける条件は、次式のようになる。 
µ µ µµ( 1) µ( ) µ( ) µ#y y yi i ip m p m m p
i i it
− ′+ ∆ =ε ε ε           (3.70) 
 (3.70)式をψで微分すると、次式のようになる。 
µ µ µ µ µµ( 1) µ( ) µ( ) µ( ) µ( ) µ#y y y y yi i i i ip m p m m p m m p
i i i it t











第 i-1番 P要素           第i番 P要素           第i+1番 P要素 
 




tΙ(m    )Ιyi+1
tΙ(m   )Ιy i
tΙ(m    )Ιyi-1
IΓ
tΙ(m    )Ιyi+1
tΙ(m   )Ιy i
tΙ(m    )Ιyi-1
IΓ
tΙ(m    )Ιyi+1
tΙ(m   )Ιy i









µ µ µ µ µ
µ µµ
µ( ) µ( ) µ( 1) µ( ) µ( )
µ( 1),ν µ( )µ# µ( ),ν ν
ν=I,II
ˆ ˆ
y y y y y
i i i i i
y yy
i i
p m m p m p m m
i i i
p m mp p m p





′ ′∆ = − − ∆
′+ − + ∆∑
ε ε ε
ε ε ε ε
 
       (3.72) 
6 成分からなる(3.72)式のうちの１式を、 µµ( )yimt∆ について解く。これから、(3.58)式のよ
うに、
µµ( )yimt∆ を IpGε , IIpGε で表すことができる。 















第 i 番の P 要素の残留塑性歪について、増分関係式(3.37)式を、Γ µ反転点から、同要素
の降伏の時刻
µµ( )yimt まで、逆時間方向に適用すれば、次式のようになる。 
I







mp p p k k p k k




′ ′= + ∆ + ∆∑ε ε ε ε           (3.73a) 
II







mp p p k k p k k




′ ′= + ∆ + ∆∑ε ε ε ε          (3.73b) 
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II( ) II( ) II( ) II( ) II( )
1














p p k k p k k p






′ ′= ∆ + ∆




ε ε ε ε

 
   (3.74b) 
よって、第 i番 P要素の降伏の時刻 µµ( )yimt における残留塑性歪変化率を、両反転時残留塑
性歪変化率 IpGε , IIpGε で表わすことができ、次のように、(3.65)式と同様な形で表現できる。 
II( ) I I,ν ν
ν=I,II
y
imp p p p
i i i G= + ∑ε h H ε             (3.75a)
IIII( ) II II,ν ν
ν=I,II
y
imp p p p





II( )II I I,ν ν
ν=I,II
y
imp p p p p
i i i i G= = + ∑ε ε h H ε             (3.76a) 
IIII( )I II II,ν ν
ν=I,II
y
imp p p p p
i i i i G= = + ∑ε ε h H ε             (3.76b) 











i i G+ =∑h H ε 0            (3.77b) 















 第i 番 P 要素において、降伏条件式(3.9)式を、反転時について書くと、次式のようにな
る。 
I( ) 0f =σ                (3.79a) 
II( ) 0f =σ                (3.79b) 
 (3.79a)式、(3.79b)式をψで微分すると、次式のようになる。 
I I( ) 0T =n σ σ                (3.80a) 
II II( ) 0T =n σ σ               (3.80b) 





0y y pi i Gh + =∑ H ε             (3.81a) 
*II *II,ν ν
ν=I,II









G G G+ =∑h H ε 0            (3.82b) 
(3.78a)式、(3.78b)式、および、(3.82a)式、(3.82b)式が、逆時間方向釣合経路解析による
場合における、反転時の P要素の残留塑性歪変化率 IpGε , IIpGε を決定するための方程式である。 
 定常状態変数変化率は、STAGE2 までで、定常状態釣合経路上の任意の釣合状態におい




















































































-6000 -3000 0 3000 6000
ε xp














-0.015 -0.013 -0.011 -0.009 -0.007
図 3.13 応力周期軌道（ψmax=98.0kN） 
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CP はモデルの対称面に関して対称で、繰り返し荷重 ( )V Vtψα=P P について、α はΓ I 反転時



























































































































歪変位関係式： I I I( )=ε B U U                     (4.1a) 
II II II( )=ε B U U                     (4.1b) 




dV= +∫F B U σ S σ U U               (4.2a)




dV= +∫F B U σ S σ U U              (4.2b) 
 反転時変化率応力・歪変化率関係式： I I,I I I,II II Ip p= + +σ D ε D ε D ε           (4.3a)
II II,I I II,II II IIp p= + +σ D ε D ε D ε          (4.3b) 
歪変位関係式を構成則に代入し、これを釣合式に代入し、要素方程式を導き、全要素に
ついて重ね合わせ、次のような、全体系の変化率方程式が得られる。 
I,I I I,II II I I Ip
G G G G G G G+ = +K U K U F F ε                 (4.4a)
II,I I II,II II II II IIp
G G G G G G G+ = +K U K U F F ε                 (4.4b) 
この方程式を境界条件の下で解いて、両反転時釣合状態における節点変位変化率を、P要
素の反転時残留塑性歪変化率 IpGε , IIpGε で表すことができる。 
I I I,I I I,II IIˆ p p
G G G G G G= + +U U U ε U ε   , II II II,I I II,II IIˆ p pG G G G G G= + +U U U ε U ε        (4.5) 
(4.5)式を(4.1)式に代入すれば、両反転時歪変化率を IpGε , IIpGε で表すことができ、さらに、
これを(4.3)式に代入し、両反転時応力変化率を IpGε , IIpGε で表すことができる。 
I I I,I I I,II IIˆ p pG G= + +ε ε ε ε ε ε   , II II II,I I II,II IIˆ p pG G= + +ε ε ε ε ε ε          (4.6) 
I I I,I I I,II IIˆ p pG G= + +σ σ σ ε σ ε   , II II II,I I II,II IIˆ p pG G= + +σ σ σ ε σ ε         (4.7) 









分解析と、Γ ΙΙ反転点から出発する増分解析は、対称性を持つ。すなわち、図 4.2 に示す、
2章で導入した、一対の座標系のそれぞれに基づいて、それぞれの増分解析を定式化すれば、
対応する係数は、すべて一致する。したがって、どちらか半サイクルのみの解析を行えば
十分であり、本節では、Γ Ι反転点からの半サイクルの解析を行う。解析手順は 3.6 節と全
く同様であり、以下に概要を示す。 
 









dt tΓ Γ→ =
′ ′= ∆∑∫ Q Q           (4.8) 















′= ∆∑Q Q のように、上添字(m)で表せば、隣接する 2 つの時刻における定常状態
量を関係づける式は次のように表現される。 
I( ) I( 1) I( ) I( )m m m mt− ′= + ∆Q Q Q           (4.9) 
 載荷振幅ψについての変化率をとり、隣接する時刻における定常状態変数変化率の関係式
が得られる。 
I( ) I( 1) I( ) I( ) I( ) I( ){ }m m m m m mt t− ′ ′= + ∆ + ∆Q Q Q Q           (4.10)
(4.8) 式において、釣合経路パラメター増分 I( )mt∆ は、既知の定常状態において要素の降
伏の時刻が増分の切れ目となるように設定し、さらに、誤差の累積が大きくならないよう
十分小さい値としておく。また、 I( )mQ と I( )m′Q も既知の定常状態で評価する。 
 
今、 I( 1)m−Q が、次式のように、P 要素の反転時残留塑性歪変化率 IpGε , IIpGε の 1 次式で表さ
れているとする。 
              I( 1) I( 1) I( 1),ν ν
ν=I,II
ˆm m m p
G
− − −= + ∑Q Q Q ε             (4.11) 
 I( )m′Q と I( )mt∆ も、同様の IpGε , IIpGε の 1次式の形で表せることを、以下において示す。 
 
I( )m′Q はψと t という２つの経路パラメターに関する変化率であり、定常状態釣合経路に
沿う接線剛性関係式から、次のようにして誘導する。 
時刻 I( 1)mt − において、要素についての接線剛性関係式を構築し、ψで微分し、次式を得る。 
I( 1) I( ) I( ) I( 1) I( )m m m m m− −′ ′ ′= −K U F K U            (4.12) 
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 ここに、 
I( 1) I( 1) I( 1) I( 1) I( 1) I( 1) I( 1) I( 1) I( 1) I( 1) I( 1){ }
e
m m T m m m T m m m T m m m
V
dV− − − − − − − − − − −= + + +∫K B D B B D B B D B S    (4.13) 




−∑ B ε のように
Ip




−∑ K ε のように、
Ip
Gε , IIpGε で表わすことができる。 
したがって、(4.12)式は、右辺第 2項を IpGε , IIpGε の 1次式で表すことができ、次のようにな
る。 
I( 1) I( ) I( ) I( 1) I( 1),ν ν
ν=I,II
ˆm m m m m p
G
− − −′ ′= − − ∑K U F R R ε           (4.14) 
(4.14)式を、全要素で重ね合わせ、全体系の方程式を導き、境界条件を導入し解くことに
より、節点変位と節点力のψと tに関する変化率を、 IpGε , IIpGε を未知量として含む形で表すこ
とができる。これを、時刻 I( 1)mt − における、歪変位変化率関係式(3.38)式をψで微分した式に
代入し、さらに、これを、応力歪変化率関係式(3.40)式をψで微分した式に、代入すれば、 I( )m′ε , 
I( )m′σ も IpGε , IIpGε で表すことができる。また、P要素における残留塑性歪のψと tに関する変化
率 I( )p m′ε も、塑性歪変化率と歪変化率の関係式について、同様の手順を行うことにより、
Ip
Gε , IIpGε で表すことができる。 
したがって、すべての定常状態変数のψと tに関する変化率を、 IpGε , IIpGε の 1次式で表すこ
とができる。 
I( ) I( ) I( ),ν ν
ν=I,II
ˆm m m p
G′ ′ ′= + ∑Q Q Q ε            (4.15) 
 
I( )mt∆ は、P要素の降伏時刻が、定常状態増分変化に伴い変化するため、正確に釣合経路
増分の切れ目となるよう、解析が必要な量であり、以下のようにして、 IpGε , IIpGε による表現
を誘導する。 
時刻 I( )mt が P 要素の降伏時刻であるとする。降伏時刻で打ち切られる増分となる第 m 増
分においては、定常状態変数のψと tに関する変化率 I( )m′Q が、(4.15)式の形で表されている
ので、これを用いて導く。 
時刻 I( )mt における P要素の降伏条件式 I( 1) I( ) I( )( ) 0m m mf t− ′+ ∆ =σ σ をψで微分し、次式を得る。 
I( ) I( 1) I( ) I( ) I( ) I( )( ){ } 0T m m m m m mt t− ′ ′+ ∆ + ∆ =n σ σ σ σ        (4.16) 
(4.11)式の形で表されている I( 1)m−σ と、(4.15)式の形で表されている I( )m′σ を、(4.16)式に代
入し、 I( )mt∆ について解けば、 I( )mt∆ を IpGε , IIpGε で表すことができる。 
I( ) I( ) I( ),ν ν
ν=I,II
ˆm m m p
Gt t t∆ = ∆ + ∆∑ ε             (4.17) 
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 したがって、(4.10)式における I( )m′Q と I( )mt∆ は、 IpGε , IIpGε の 1次式の形で表すことができる。 
4.4節で示したように、STAGE1で、Γ Ι反転時における定常状態変数変化率は、 IpGε , IIpGε
の 1次式で表されているから、よって、Γ Ι反転点を出発点として、定常状態釣合経路上の
任意の釣合状態における定常状態変数変化率 I( )mQ を、(4.10)式に基づいて、Γ ΙΙ反転点まで、




においては、この条件から、残った未知量である、P要素の反転時残留塑性歪変化率 IpGε , IIpGε
が決定され、定常状態変数変化率を求めることができる。3.7節では、定常状態の増分変化













STAGE2の増分解析を、Γ Ι反転点からΓ ΙΙ反転点まで行う。増分関係式(4.10)式を、第 i











p M p p k k p k k




′ ′= + ∆ + ∆∑ε ε ε ε           (4.18)
ここで、 I( )p k′ε は(4.15)式のように、 I( )kt∆ は(4.17)式のように、 IpGε , IIpGε の 1次式で表され
ているから、これらを(4.18)式に代入し、整理すれば、 IpGε , IIpGε を含む項と含まない項に分け
て、次のように書ける。 
II( ) I I,I I I,II IIp M p p
i i i G i G= + +ε h H ε H ε             (4.19)
図 4.3(a)に示すように、定常状態である条件として、これが第 i番 P要素のΓ ΙΙ反転点に
おける残留塑性歪変化率と等しくなければならない。よって、次式が成り立つ。 
III I( ) I I,I I I,II IIp p M p p














(a) Γ ΙΙ反転点側で残留塑性歪軌道が    (b) Γ Ι反転点側で残留塑性歪軌道が 
閉じる条件                閉じる条件 
 
図 4.3 STAGE3：定常化条件 
 
(4.20)式を、すべての P要素について、まとめて、次のように表現する。 
II I I,I I I,II IIp p p
G G G G G G= + +ε h H ε H ε             (4.21)
 
もう片方のΓ ΙΙ反転点からΓ Ι反転点までの半サイクルについて、STAGE2 の増分解析を
行い、同様にして、図 4.3(b)に示すような、Γ Ι反転点側で残留塑性歪の軌道が閉じる条件
を導くことができ、これは次式のように表現できる。 
I II II,I I II,II IIp p p











II(R) I(R) I,I(R) I(R) I,II(R) II(R)p p p
G G G G G G= + +ε h H ε H ε           (4.23)
I(L) II(L) II,I(L) I(L) II,II(L) II(L)p p p
G G G G G G= + +ε h H ε H ε           (4.24) 
ΙΙΓ
ε   ∆ψpII







ε   ∆ψpII






図 4.2に示すように、全 P要素に番号 i（ 1, , pL= " ）を付ける。第 i番 P要素に対して、
初期対称面に関して、対称な位置にある要素も P 要素であり、この要素を、要素番号に上
添字*を付して、第 i* 番 P要素と表記する。 
解析モデルを、初期対称面に関して、右側部分と左側部分に分け、右側部分に属する P
要素に番号 l（ 1, , / 2pL= " ）を付ける。左側部分の対称な位置にある要素も P要素であるが、
上添字*による表記を用いれば、この要素は第 l*番 P要素となる。 
(4.23)式について、第 l番 P要素と第 l*番 P要素の成分を表記し、次のように表現する。 
I,I(R) I,I(R) I,II(RII(R) I(R) I(R)
, , * ,
I,I(R) I,I(R)II(R) I(R) I(R)
*, *, ** * *
p p
l l l l l ll l l
p p
l l l ll l l
                        = + +                             
H H Hε h ε
H Hε h ε
# # # ## # #
 " " " "
# ## # #
" " "








l l l l l










ここで、(4.24)式について、(4.25)式における第 l番 P要素の成分の位置に第 l*番 P要素
の成分が来るように、(4.25)式における第 l*番 P要素の成分の位置に第 l番 P要素の成分が
来るように、並び替えを行うと、次のようになる。 
II,II(L) II,II(L)I(L) II(L) II(L)
*, * *,* * *
II,II(L) II,II(L)I(L) II(L) II(L)
, * ,
p p
l l l ll l l
p p
l l l ll l l
                        = + +                             
H Hε h ε
H Hε h ε
# # # ## # #
 " " " "
# ## # #
" " "
# ## # #
II,I(L) II,I(L) I(L)




l l l l l
p
l l l l l













*l l=h h , II(R) I(L)*l l=h h          (4.27) 
I,I(R) II,II(L)
, *, *l l l l=H H , I,I(R) II,II(L), * *,l l l l=H H , I,I(R) II,II(L)*, , *l l l l=H H , I,I(R) II,II(L)*, * ,l l l l=H H    (4.28) 
I,I(R) II,II(L)
, *, *l l l l=H H , I,I(R) II,II(L), * *,l l l l=H H , I,I(R) II,II(L)*, , *l l l l=H H , I,I(R) II,II(L)*, * ,l l l l=H H    (4.29) 



































    +        + − = −      +          
ε ε
ε









      (4.32)
ここで、左辺第 2 項の P 要素残留塑性歪変化率からなるベクトルについて、座標系Ｒに
基づく量を座標系Ｌに基づく量に、座標系Ｌに基づく量を座標系Ｒに基づく量に、それぞ
れ座標変換を行い、さらに、第 i番 P要素の成分と第 i*番 P要素の成分が入れ替わるよう




G G= −H ε h             (4.33) 
 ここで、 
( )f I,I(R) I,II(R)G G= + −H H H I βA 
また、β は座標系Ｒ、Ｌの間の変換行列を表し、A は P要素残留塑性歪変化率ベクトル





G =H ε 0             (4.34) 
 ここで、 
( )b I,I(R) I,II(R)G G= − −H H H I βA 
 
4.7 対称限界解析法 














i i i= =ε ε ε               (4.35) 
よって、全 P要素の反転時残留塑性歪変化率は次式により求められる。 
I(R) fp p













1 0Λ =               (4.37)
ここで、 1Λ は bH の 1次固有値である。 
 STEP1 では領域間境界の連続的伝播を考慮していないため、(4.37)式の左辺は不連続に
変化する場合もあり、次式を対称限界条件とする。 
1 0Λ ≤               (4.38) 
 
STEP3：対称限界予測解 






















































 + + =   
        (4.39) 
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図 4.5 頂点逆対称たわみ変形の推移 
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図 5.3 載荷プログラム 
 
び応力の連続条件は以下のように書ける。 
( , ) ( , )u x R u x Rπ π− = , ( , ) ( , )v x R v x Rπ π− =            (5.1) 
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いて、右側反転時釣合状態Γ Ιに属する量を上添字 Iで表し、左側反転時釣合状態Γ ΙΙに属す






本解析モデルは、歪一様限界以下の載荷振幅レベルの定常状態では、 I IIx xσ σ= であり、ま




















(a) Ｃ１ループ            (b) Ｃ２ループ 
 






( 1)u Xλ= − , v Xψα=             (5.5) 
 ここで、λは軸方向の stretchであり、Xは初期形状における x座標を表す。 
 Γ Ι反転時における変位場は、(5.4)式におけるαに１を代入し、次式のようになる。 
I ( 1)u Xλ= − , Iv Xψ=             (5.6) 
 Γ ΙΙ反転時における変位場は、(5.4)式におけるαに－１を代入することにより得られる。 
2章と同様に、Total Lagrange型の定式化を採用する。Γ Ι反転時における歪が一様な釣
合状態の Greenの歪は、(5.5)式から求められ、次式のようになる。 





λ ψε     ∂ ∂ ∂ − = + + = +    ∂ ∂ ∂     
, 





ε     ∂ ∂ ∂ = + + =    ∂ ∂ ∂     
 
I I I I I I
I
xy
u v u u v v
Y X X Y X Y
γ ψ     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂                    (5.7) 






















 基礎式(3.3)式、(3.5)式をΓ Ι , Γ ΙΙ反転時釣合状態について書き、ψで微分して、定常状態
変化率に関する対応する関係式が得られ、次のように表現できる。 
歪変位関係式： 
I I I( )=ε B U U , II II II( )=ε B U U           (5.9) 
釣合条件式： 








dV= +∫F B U σ S σ U U   (5.10) 
構成則は、(5.4)式であり、再掲する。 




=KD P                (5.12) 
 ここで、 
        { }I II TG G=D U U , { }I II TG G=P F F  
 境界条件は次のようになる。 
上端： 
I II 0u u= =  , Iv h= , IIv h= −           (5.13) 
 底面： 
I II I II 0u u v v= = = =               (5.14) 
 両側面： 
I I
r lu u=  , II IIr lu u=  , I Ir lv v=  , II IIr lv v=          (5.15) 
I
xf r Ixf= −  l , IIxf r IIxf= −  l , Iyf r Iyf= −  l , IIyf r IIyf= −  l ,    (5.16) 





ii ir il io i
ri rr rl ro rr
li lr ll lo ll
oi or ol oo oo
             =                  
K K K K 0D
K K K K PD
K K K K PD





         (5.17)





















r l=D D  , r l+ =P P 0             (5.18)
 よって、(5.17)式は、次のように縮約できる。 
ii ir il io i
ri li rr rl lr ll ro lo r
oi or ol oo o o
 +       + + + + + =         +    
K K K K D 0
K K K K K K K K D 0




     (5.19) 
 これから、第１行、第2 行について、定数項を右辺にまとめて、変位変化率についての
方程式が得られ、次のように表現できる。 
* * *=K D P               (5.20)
 ここで、 
* ii ir il
ri li rr rl lr ll
+ =  + + + + 
K K K
K
K K K K K K
, * i
r














とし、 *D を、 *fD とそれとの差に分解する。 
* *f *b= +D D D                (5.21)
 *fD は、(5.20)式の解であるから、次式が成り立つ。 
* *f *=K D P               (5.22)
(5.21)式を、(5.20)式に代入して、次式を得る。 
* *f *b *( )+ =K D D P               (5.23)
 (5.22)式と(5.23)式の差を取り、次の同次方程式を得る 









completely reversed cyclic torsion
constant uniform contraction
なる。 
1 0Λ =               (5.25)
ここで、 1Λ は *K の 1次固有値である。 
 降伏は全要素で同時に起こるため、(5.25)式の左辺は不連続に変化する場合もあり、次式
を歪の非一様化現象の発生条件とする。 



















E=200GPa  ν=0.3  σy=1,000MPa 
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  14次（15次と重複）        16次（17次と重複）         18次 
 











      1次               2次           3次 
 
図 5.10 単調載荷時の分岐モード 
 
は von Misesの降伏条件に従う完全弾塑性材料で、材料定数は図 5.7に示した通りである。 
軸方向には、stretchが 0.995となるように一様な一定強制変位を作用させる。円周方向
には、5.2節で述べた繰り返しねじれ載荷を行う。 
ねじれ角振幅ψの増加に対する *K の１次固有値 1Λ の変化を図 5.8に示す。ψ=0.0017付近



































E=200GPa  ν=0.3  σy=1,000MPa 
 












ら、A、Bの 2つの要素と C、Dの 2つの要素の間で、せん断歪のばらつきが増大していき、
さらに、ねじれ角が 0.0055の付近からは、4つの要素で、せん断歪のばらつきが増大して






































(a) 軸方向歪の推移；Γ I反転時       (b) せん断歪の推移；Γ I反転時 
（一様な歪成分との差） 











(a) 軸方向歪の推移           (b) せん断歪の推移 
（一様な歪成分との差） 









































































































































































      ψ=0.0039～0.0056             ψ=0.0056～ 
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